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ФОРМИРОВАНИЕ УСКОРЯЕМОГО СГУСТКА ИЗ ЭЛЕКТРОНОВ ПЛАЗМЫ  

ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ КИЛЬВАТЕРНОГО УСКОРЕНИЯ  
КВАЗИСТАТИЧЕСКИМ КОДОМ * 

 
Исследование плазменного кильватерного ускорения в настоящее время в значительной степени полагается на 

численное моделирование этого явления узкоспециализированными кодами. Чрезмерная вычислительная слож-
ность задачи вынуждает применять упрощенные модели и методы, существенно ограничивающие область приме-
нимости этих кодов. Так, например, в квазистатическом приближении используется модель плазмы, не включаю-
щая в себя захват плазменных электронов полем кильватерной волны. В данной статье представлена методика, 
позволяющая применить квазистатический пучково-плазменный решатель для вычисления параметров захвачен-
ных в кильватерную волну электронов плазмы.  

Ключевые слова: плазменное кильватерное ускорение, захват плазменных электронов, численное моделирова-
ние, квазистатическое приближение. 

 
 
 
Введение 
 
Развитие плазменных методов ускорения 

является перспективным путем развития 
ускорительной техники в целом [1]. Полно-
стью ионизованная среда способна выдер-
живать напряженность электрического поля 
100 ГВ/м и более, что на несколько поряд-
ков превышает значения поля пробоя в 
классических высокочастотных ускоритель-
ных секциях. Возможность существенно по- 
высить темп ускорения способствует умень-
шению размеров установок и повышению их 
доступности. 

Экспериментальные исследования в этой 
области разделились на два направления: 
создание плазменного ускорителя следую-
щего поколения в приложении к физике вы-
соких энергий [1–4] и создание компактных 
источников рентгеновского излучения или 
электронных пучков [5–8]. 

Второе направление тесно связано с раз-
витием лазерной техники [6]. Уже сейчас 
настольные лазерные системы способны 
производить пучки, которые могут высту-
пать драйверами нелинейных кильватерных 
волн. Важным эффектом для такого рода 
взаимодействия является формирование ус-
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коряемого сгустка (витнесса) из плазменных 
электронов, что позволяет отказаться от 
стороннего источника электронов. 

Прямое измерение происходящих в 
кильватерном ускорении процессов сильно 
затруднено из-за микронных масштабов 
плазменных волновых явлений. Для объяс-
нения результатов экспериментов и поиска 
новых путей развития этой области науки 
большую роль играет численное моделиро-
вание. Однако подобное моделирование со-
пряжено со значительной вычислительной 
сложностью, так как ставит своей целью 
изучение взаимодействия макроскопическо-
го количества частиц, что находится далеко 
за гранью возможностей современной тех-
ники [3]. Использование различных при-
ближений позволяет сократить требования к 
мощности вычислительной системы. Так, 
квазистатическое приближение [9; 10] по-
зволяет снизить вычислительную сложность 
задачи на несколько порядков в сравнении с 
моделированием методом частиц в ячейках 
(FullPIC), что делает развитие квазистатиче-
ских кодов востребованным.  

Данная работа посвящена разработке ме-
тодики моделирования захвата плазменных 
электронов кильватерной волной с исполь-
зованием квазистатического приближения, 
которое не позволяют напрямую учесть 
данное явление. Описывается использова-
ние квазистатического приближения для 
моделирования кильватерного ускорения. 
Приводится авторская методика учета за-
хвата электронов кильватерной волной. Для 
проверки границ применимости полученно-
го инструмента производится сравнение с 
результатами работы вычислительного кода, 
не базирующегося на квазистатическом 
приближении. 

 
 
Используемые приближения 

 
Методика разработана на базе кода 

LCODE [10–12], но может быть использова-
на с любыми вычислительными кодами, мо-
делирующими кильватерное ускорение в 
квазистатическом приближении. В модели-
ровании используется сопутствующая ци-
линдрическая система координат (ݎ,  где ,(ߦ
ߦ ൌ ݖ െ -координата вдоль направле – ݖ ,ݐܿ
ния распространения пучка, ܿ – скорость 
света в вакууме, а ݐ – время в лабораторной 
системе отсчета. 

 
 

Рис. 1. Схема моделирования  
в квазистатическом приближении 

 
 
 

Работа кода схематически изображена на 
рис. 1. Окно моделирования движется со 
скоростью света в направлении распростра-
нения драйвера, поэтому шаг ݀ݐ во времени 
соответствует шагу ݀ݖ ൌ  ܿ · -в простран ݐ݀
стве. В квазистатическом приближении счи-
тается, что пучок частиц или лазерный  
импульс изменяются за продолжительное 
время. Тогда генерируемые драйвером воз-
мущения будут зависеть только от его час-
ти, предшествующей координате ߦ. Можно 
послойно вычислить отклик плазмы вдоль 
этой координаты. В таком подходе макро-
частицы плазмы представляют собой полые 
цилиндры реальных частиц, которые стар-
туют с одинакового радиуса. Уравнения их 
движения записываются в следующем виде: 
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где Ԧ и ݒԦ – импульс и скорость, ܯ и ݍ – 
масса и заряд, ݎ – радиальная координата 

плазменной частицы, ܧሬԦ и ܤሬԦ – напряженно-
сти электрического и магнитного поля. 
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Рис. 2. Траектории электронов плазмы (синие линии) 
и пробных частиц пучка (черные линии). Цветом изо-
бражено распределение плазменных электронов, нор-
мированное на невозмущенную плотность плазмы 
 
 
 

По отклику плазмы можно вычислить 
изменение драйвера и витнесса во времени. 
Увеличение быстродействия кода достига-
ется за счет большого отношения шага эво-
люции пучка ݀ݐ к шагу моделирования 
плазменного отклика ݀ߦ. Частицы пучка 
моделируются как полностью релятивист-
ские макрочастицы, т. е. каждая частица со-
ответствует множеству реальных частиц. 
Движение частиц пучка описывается сле-
дующими уравнениями: 
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где Ԧ и ݒԦ – импульс и скорость, ܯ и ݍ – 
масса и заряд, ݎ и ߦ – координаты частицы 
пучка в окне моделирования. Более подроб-
ное описание работы плазменного и пучко-
вого решателей приведено в работе [11].  

Далее будем считать, что в качестве 
драйвера выступает лазерный импульс. Для 
описания эволюции лазера используется 
уравнение на огибающую ܣ вектор-потен- 
циала поля лазерного излучения в квазиста-
тическом приближении [9]. В рамках этого 
приближения в уравнениях Максвелла 
опускаются слагаемые второго порядка ма-
лости по ߳ ൌ  ݇/݇, где ݇ – волновое чис-
ло лазерного импульса, ݇  ൌ  ߱/ܿ, 

߱  ൌ  ඥ4݊ߨ݁ଶ/݉ – плазменная частота, 
݊ – невозмущенная плотность плазмы, ݁ – 
элементарный заряд, ݉ – масса электрона. 
Воздействие излучения на плазму описыва-

ется пондеромоторной силой. В моделиро-
вании исходная форма импульса задается 
следующей формулой:  
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где ܽ – максимум огибающей векторного 
потенциала в единицах ݉ܿଶ/݁ , ݎ и ߬ – ра-
диус и длительность лазерного импульса в 
перетяжке, ߦ – положение центра импульса 
в окне моделирования. 

 
 
Методика моделирования  
захвата плазменных электронов 
 
Квазистатическое приближение ускоряет 

моделирование на несколько порядков, но 
не учитывает часть физических явлений.  
В частности, захват электронов плазмы по-
лем кильватерной волны не описывается с 
помощью уравнений (1). Плазменные мак-
рочастицы не имеют координаты ݐ и не пе-
редаются между шагами по времени (см. 
рис. 1).  

Для захвата электронов в плазменную 
волну напряженность ускоряющего поля в 
ней должна достигать нескольких единиц 
поля опрокидывания ܧ ൌ  ݉ܿ߱/݁. Будем 
считать, что доля захваченных электронов 
за один шаг по времени оказывается малой 
[13], и они практически не изменяют струк-
туру кильватерной волны. В каждой точке 
вдоль ߦ мы знаем состояние плазменных 
частиц и можем проследить их эволюцию, 
используя уравнения (2). Для этого будем 
моделировать пробные частицы пучка (не 
изменяющие поля в системе) с начальным 
распределением, повторяющим состояние 
плазмы на заданном ߦ.  

Характерные траектории частиц, эволю-
ция которых была смоделирована в различ-
ных приближениях, представлены на рис. 2. 
В качестве драйвера был выбран лазерный 
импульс с ܽ  ൌ  3.5, ߬  ൌ 5.6 фс, ݎ  ൌ
 4.  4 мкм, ݇ ൌ 30݇. В LCODE необходимо 
помещать пробные частицы за лазерным 
драйвером, так как предположение о взаи-
модействии лазерного импульса с электро-
нами через пондеромоторную силу не  
выполняется для ультрарелятивистских час-
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тиц, и эта добавка к силе не учитывается в 
расчете эволюции пучка.  

Часть частиц ускоряется практически до 
скорости света и, согласно полным уравне-
ниям движения (2), остается в окне модели-
рования; такие частицы формируют витнесс. 
Однако большая часть частиц покидает окно 
моделирования, и для них решения уравне-
ний (1) и (2) совпадают.  

Моделирование захвата плазменных 
электронов проводится в два этапа. Сначала 
их траектории рассчитываются в квазиста-
тическом приближении на каждом шаге 
эволюции драйвера. Затем к уже имеюще-
муся пучку добавляются пробные частицы, 
соответствующие электронам плазмы при 
заданной координате ߦ. Заранее предска-
зать, какие из частиц окажутся захваченны-
ми, невозможно. Поэтому добавляются все 
участвующие в волновом движении части-
цы. После множества шагов по времени  
останутся только захваченные электроны. 
Повторение этого действия при распростра-
нении лазерного импульса в плазме позво-
ляет отследить захват и ускорение частиц на 
протяжении всего времени его эволюции. 

Данный подход применим, пока число 
захваченных частиц остается малым. Следу-
ет отметить, что выполнения этого условия 
можно добиться при любой мощности драй-
вера простым уменьшением временного ша-
га эволюции системы. Учет влияния заряда 
витнесса на кильватерную волну позволит 
расширить границы применимости данной 
методики до больших длин ускорения. Од-
нако учет вклада захваченных частиц в за-
рядовую плотность затруднен разным физи-
ческим трактованием макрочастиц пучка и 
плазмы. У плазменных частиц нет «длины», 

которая необходима для вычисления их 
полного заряда, и они характеризуются по-
гонным зарядом на единицу длины по ߦ. 
Поэтому корректный выбор заряда захва-
ченных частиц требует отдельного исследо-
вания и выходит за рамки данной работы. 

 
Сравнение  
с кодом общего назначения  
 
Для исследования границ применимости 

данной методики произведем сравнение с 
результатами работы FullPIC-кода. Мы сде-
лаем это на примере работы [14], где с по-
мощью полностью трехмерного моделиро-
вания FullPIC кодом OSIRIS исследовано 
взаимодействие мощного лазерного излуче-
ния с плазмой. Работа была выполнена од-
ной из ведущих групп по моделированию 
лазер-плазменного взаимодействия, а разви-
тая в этой статьи скейлинговая теория явля-
ется всемирно признанной и находит мно-
жество соответствий с экспериментальными 
данными. Параметры лазерного излучения 
таковы, что захват происходит в начале 
плазменной секции. В работе рассматрива-
ется распространение лазерного импульса с 
круговой поляризацией, длиной волны 
810 нм, ܽ  ൌ  4, ߬ ൌ  17 фс, ݎ  ൌ  28 мкм 
через плазменную секцию с однородной 
плотностью ݊  ൌ  1.5 · 10ଵ଼ см-3 на протя-
жении 7.5 мм. 

На рис. 3 представлена эволюция струк-
туры кильватерной волны в различные мо-
менты времени. Верхняя картина плотности 
соответствует результатам, полученным с 
помощью OSIRIS, а нижняя – LCODE. Как 
видно на рис. 3, a, структуры волн в начале 
взаимодействия хорошо совпадают. Захва-

 
 

 
а                 б 

 
Рис. 3. В верхней части изображена зарядовая плотность электронов 
плазмы, полученная с помощью OSIRIS [14], в нижней части – с по-
мощью LCODE. Структура плазменной волны приведена после прохо-
ждения лазерным импульсом расстояния 0,3 мм (а) и 2 мм (б). В верх-
ней части также показан лазерный импульс 
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а                 б 

 
Рис. 4. Энергетические спектры пучков: а – моделирование 1 мм 
плазмы с помощью LCODE; б – моделирование 7,5 мм плазмы с по-
мощью OSIRIS [14] 

 
ченные электроны ещё не вносят значитель-
ного вклада в движение плазмы, как и пред-
полагалось. На рис. 3, б видно, что захва-
ченный пучок дает весомый вклад в 
зарядовую плотность, что приводит к значи-
тельному изменению структуры кильватер-
ной волны. Поэтому результаты моделиро-
вания квазистатическим кодом совпадают 
лишь до появления плотного электронного 
сгустка. 

Наш подход позволяет моделировать 
процесс формирования витнесса из электро-
нов плазмы, когда образовавшийся элек-
тронный сгусток не изменяет структуру 
кильватерной волны. Для мощных драйве-
ров это соответствует малым длинам взаи-
модействия. Поскольку структура первого 
периода кильватерной волны в наименьшей 
степени подвержена влиянию захваченного 
заряда, то будем производить сравнение с 
захватом только в первый период.  

На рис. 4 изображены спектры электрон-
ных пучков, полученные в результате моде-
лирования плазмы длиной 1 мм с помощью 
LCODE (рис. 4, а) и моделирования кодом 
OSIRIS захвата и ускорения электронов на 
расстоянии 7,5 мм (рис. 4, б), где первой 
каверне соответствует пик с большей энер-
гией. Длина моделирования LCODE выбра-
на более короткой, чтобы расчеты остава-
лись в пределах применимости слабого 
возмущения кильватерной волны захвачен-
ными электронами. 

При моделировании мы не учитывали 
влияние пространственного заряда захвачен-
ных частиц, однако при построении спектров 
вес частиц учитывается. Одна плазменная 
частица описывает движение множества ре-
альных частиц, находящихся в начальный 
момент в области 2ݎߨ · ݎ݀  ·  поэтому ,ݐ݀ 
вклад в конечный спектр у частиц с разным 
начальным радиусом различается. 

Средняя энергия пучка, образовавшегося 
при моделировании задачи в квазистатиче-
ском приближении, составляет 224 МэВ, 
тогда как после моделирования всей плаз-
менной секции кодом OSIRIS она достигает 
1,5 ГэВ. Их отличие практически совпадает 
с соотношением длин взаимодействия. Не-
точное равенство естественно связать с ис-
тощением лазерного импульса к концу  
секции, что приводит к уменьшению уско-
ряющего поля. Кроме того, наблюдается 
сходство распределения частиц по энергии с 
резким пиком при меньшей энергии и про-
тяженным хвостом в области более высоких 
энергий.  

Нормализованный поперечный эмиттанс 
полученного пучка N  = 7.5 мм мрад в 

сравнении с N  =45.5 мм мрад, полученным 
при моделировании кодом OSIRIS. Такое 
различие не является противоречием. Объем 
фазового пространства не может умень-
шаться, однако его увеличение может быть 
вызвано большим количеством внешних 
факторов – от разрушения кильватерной 
волны до численных шумов, которые в 
FullPIC-кодах достаточно велики. Можно 
говорить о качественном соответствии элек-
тронных пучков, образовавшихся в первом 
периоде плазменной волны.  

 
Заключение 
 
В работе была продемонстрирована воз-

можность моделирования захвата плазмен-
ных электронов в кильватерную волну с по-
мощью квазистатических кодов на примере 
кода LCODE. Отклик плазмы на драйвер 
можно описывать с помощью квазистатиче-
ского приближения, если вклад захваченных 
частиц в зарядовую плотность оказывается 
малым. Скейлинг результатов моделирова-
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ния хорошо совпадает с вычислениями с 
помощью FullPIC-кода OSIRIS. 

Предложенная методика расчета траек-
торий плазменных электронов пробными 
частицами пучка не имеет привязки к кон-
кретной реализации решения квазистатиче-
ских уравнений, и может быть использована 
с другими квазистатическими кодами. 
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FORMATION OF AN ACCELERATED PLASMA ELECTRON BUNCH  
IN QUASISTATIC SIMULATIONS OF WAKEFIELD ACCELERATION 

 
Plasma wakefield acceleration studies currently rely considerably on simulating this effect nu-

merically using highly specialized software. Exorbitant computational difficulty of the problem re-
quires simplifying models and methods, limiting such software applicability. Quasistatic approxi-
mation, for example, utilizes a plasma model that does not include trapping plasma electrons with 
the wakefield. This article presents a method that reuses a plasma-beam solver to calculate parame-
ters of wakefield-trapped plasma electrons. 

Keywords: plasma wakefield acceleration, plasma electrons trapping, numerical simulations, 
quasistatic approximation. 


